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MATHEMATICS 
DUALITBT IN DEN METHODEN ZUR ERWEITERUNG VON 
BESCHRANKT- WIE VON TOTAL-ADDITIVEN MASZEN. III 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of June 30, 1973) 
Ich bemerkte neuerdings dal3 in Teil II., diese Proceed. A 74, S. 399-410 
der zweite Teil des Beweises von Satz Al, l.c. S. 402-405 nicht stich- 
haltig ist. 
Die Notationen und Armahmen sind wieder wie in Teil II. ; hier folgt 
die (nicht gegnderte) Formulierung des Satzes A1 10) [fiir den ersten Teil 
des Beweises sei auf l.c. S. 401, 402 hingewiesen] ; dann folgt ein neuer 
Hilfssatz (anstatt der drei urspmglichen Hilfss&tze), und schliefilich der 
abgeiinderte zweite Teil des Beweises von Satz Al. 
Satz Al. Bei den Eigenschsften I, II, IIb, III, IV ist die in $ 4 
(von Teil II.) fti die Somen von 9.X definierte Somenfunktion m0 fti !X 
ein reguliires iiul3eres Ma13 im Sinne der in der Einleitung zu Teil II. 
in FuBn. 6 zitierten Arbeit, $Q 1, 2, 3 (mit den des reguliire iiul3ere Me13 
charakterisierenden Axiomen lo-4”, 5’, 6”, 7“). Die in Teil II., $ 4, zweite 
Def. eingefiihrte Somenklasse K der mo-mel3baren Somen ist ein o-Somen- 
ring 2 ‘9; das MaB m = mo ist a-additiv fiir die Somen von K, w&rend 
fti jedes a E 80 gilt: 
m(u) = mO(u) =~(a); 
(Rim = mo) ist eine Erweiterung von (%Olp) ; sie ist vollstiindig in 9X. 
Hilfssatz. Bei a E ‘$.I mit ma(a) endlich ist mO(a) =,&) =mO(6), wobei 
6 2 a und E ‘80; 6 ist eine (mo-) maflgleiche Hiille von a. 
Beweis. Aus der Definition von mO(a) bei a E 9.X folgt die Existenz 
von Somen 6, mit 6,~%0, a&6, undmo(a)$p(6,)<mo(a)+ l/n (n= 1,2, . ..). 
wodurch die Monotonie von p in 80 3 %O[O; +a, .a1 liefert ma(a) = 
=,u(JJ,“-, 6,). Also ist 6 =JJ,“-, 6, ein Some 2 a, E ‘80 mit ma(a) =~(6) ; 
daneben folgt aus 6 E ‘580, nach Teil II., 3 4, die Gleichheit ~(6) =mo(6). 
10) Daa duale Verhilltnis zwischen Satz A1 (I 6) und Sate Albb (8 Bbb) bleibt 
erhalten. 
Korrektur. Im Beweise von S&z Alb” Lindere man, l.c. S. 408, Zeile 6 v.o.: 
“sind die c;’ Nullsomen” in: “ist nzl c;’ Nullsome”. 
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Beweis des Satzes Ai. (zweiter Teil). Axiom 6”. Die Annahmen 
sind: q (j=1,2 ,... )E$, ui&...&qg . . . . ~?-~Y~~cq und mO(ti) endlich. 
Nach dem Hilfssatz gibt es fur jedes j ein 6j 2 q, E W mit ma(q) =~(6,). 
Mit 6*‘=5~.%+i . . . ist dann hj’ E ‘P, q g 8j’ g 6j und ma(q) =,~(d,‘) =~(6,), 
wodurch 61’ g 62’ C . . . 
Summe s gilt: - 
eine Folge ,u-mefibarer Somen von ‘%a ist, fti deren 
s E ‘%a, s 2 cF= $ q und ms(~Z)~~(s) =p( 2 6;) = (Eig. III.) 
i-1 i-1 
lim ,u(&i)= lim me(q). 
j-rm j-boo 
Es ist sofort deutlich daB such: 
lim ma(q) 5mo(~Z), 
f+w 
wonach die in Axiom 6” geforderte Gleichheitsrelation folgt. 
Axiom 7”. Aus q(j= 1,2 , . ..)ER. c~g~.%=O(ir #is) und ms(~Zl CQ)=CQ 
folgt rs1 m/O(q) = 00. 
Der Beweis verliiuft indirekt. Bei zF1 mO(q) endlich folgte, nach Defi- 
nition, die Existenz von Somen by 2 aj und E W (j= 1,2, . ..). und mit 
r-X ,~(b;r) endlich. Nach E g i enschaft IV. (in der Einleitung von Teil II.) 
mu&e dann such p(r=, bj) endlich sein, wodurch umsomehr mO(r=, q) 
endlich ware, entgegen der Voraussetzung. 
Die Behauptungen des Satzes sind nun erftillt; insbes. folgt such aus 
den Axiomen lo-7“ fti ma da13 die Summe von abziihlbar vielen mo- 
mel3baren Somen ms-mel3bar ist; das zugehorige Ma13 m = ms ist total- 
oder a-additiv; der Ring R ist ein o-Somenring. 11) 
Nachtrag 
In FuBn. 10 wird auf das duale Verhiiltnis der Satze Ar und Arbis 
hingewiesen. Dieses duale Verhiiltnis besteht nicht zwischen dem hier ge- 
gebenen Beweis von Satz Ar und dem Beweise von Satz Arb’S in Teil II., 
dagegen wohl zwischen dem Beweis von Satz Ar in diesem Teil III. und 
dem im folgenden Nachtrag fur Satz Aibis gegebenen Beweis. 
Satz Arbi*. Bei den Eigenschaften I., i%, III., Iv. ist die in $ 4bb 
fti die Somen von 8 definierte Somenfunktion mf~ ein reguliires inneres 
Mal3, hat somit die nachfolgenden Eigenschaften: lo-4’, 5”, B”, 70; die 
hier in $ 4bi8, zweite Def. eingefiihrte Somenklasse R der mo-mel3baren 
Somen ist ein o-Somenring 2 B a; das Ma13 m = nzo ist o-add&iv fiir die 
Somen von K, w&rend fiir jedes a E 58’ gilt 
m(u) = ma(u) =~(a) ; 
(Kim = mo) ist eine Erweiterung von (!P(,LJ) ; sie ist vollstiindig in ‘8 (im 
Sinne von lot. cit. 5), FuBn. 37 und von lot. cit. 7), F&n. 3 (Bemerkung)). 
11) Siehe lot. cit. 5), S. 365 (S&z). 
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Beweis (erster Teil). Die Ableitung der Axiome lo--4”, ?’ als beweis- 
bare SLtze fti mo und ‘% verliiuft unter Bezugnahme auf $ 4bi8 wie in 
9 2bis von Teil LY (Teil I.). 
Axiom lo (es gibt ein Soma w E $ mit m(w) endlich und ~0). 
Axiom 2” (das Nullsoma 0 ist mo-mel3bar; dabei ist a E ‘3 mc-mel3bar 
falls bei j&em w E Yl mit m(w) endlich gilt : m(w) = ~(w. a) +mc(w - w . a)). 
Axiom 3’ (aus a, 6 E $, aC b folgt mo(a)5m(b)). 
Aus den Axiomen lo, 2’, 3” folgt, nach lot. cit. 5), 9 1, da13 die Klasse K 
von mc-mel3baren Somen in ‘3 ein Somenring ist, wobei fur a, b E K und 
mo(a + b) endlich gilt: mo(a + a) = me(a) + m(b) - m(a. a). Zusammen mit 
Folgerung 7” liefert dies die beschrgnkte AdditivitLt von WZQ fiir die 
Somen von K. 
Axiom 4” (zu a E ‘9l mit ms(a) endlich gibt es ein b E R, 2 a mit m(b) 
endlich) . 
Axiom !? (aus a E $!l mit ms(a) endlich folgt : m(a) = obere Grenze aller 
ms(6) mit 6 E a, E K). 
Hilfssatz. Bei a E % mit m(a) endlich ist m(a)=p(C)=ms(C), wobei 
c’ E a und E W; E ist ein (VW) maBgleicher Kern von a. 
Beweis. Aus der Definition von m(a) bei a E ‘8 folgt die Existenz 
von Somen En mit Fn E W, ga undmc(a)-l/n<p(&)$ms(a) (n=l, 2, . ..). 
wodurch die Monotonie von p in WLW[O ; + (I, . ,,I liefert ma(a) = ,a(r= 1 a,). 
Also ist E = Em, E, ein Soma 2 a, E 80 mit ma(a) =p(C) ; daneben folgt aus 
E E 5X0, nach Teil II., 3 4 bi*, die Gleichheit ,a(E) = ma(F). 
Beweis des Satzes Aibis. (zweiter Teil). Axiom e”. Die Annahmen 
sind: b&j=l, 2, . ..) E $?l, bi 2 . . . 2 13jz . . . . 6 -r-l bj und mo(bi) oder 
limi,oo m&) endlich. 
Es geniigt den Fall: am endlich zu betrachten. Nach dem Hilfssatz 
gibt es fur jedes j ein ~!j z bj, E ‘210 mit m&) =p(4). Mit c+k (k= 0, 1, 2, . ..) 
2 b*+k 2 b* folgt Ej g 4’ 3 zF=,, &+k G bj, wobei 4’ E $0, 131’ 2 . . . 2 4’ 2 . . . ; 
such ist d 2 ]ITjoDpl 4’ = p, mit p E W’. Nun ist 
mo(6) r,u(p) =p( fi 4’) = (Eig. III.) lim ,a(&‘) = lim mo(bj). 
Es ist sofort deutlich 
wonach die in Axiom 
f-1 j-03 j-rul 
da0 such 
lim mo(bj) 2 ma(d), 
5-00 
S” geforderte Gleichheitsrelation folgt. 
Axiom ?“. Aus b,(j= 1, 2, . . .) E K [K (fur m) wie in $ 1 von Teil I.], 
bjl-bj2=O(jl #Jo) und mo(z, bd=- folgt El mo(W=-. 
Im entgegengesetzten Fall, also bei rXl q(bj) endlich folgt, mit der 
Definition von mo, such r-, {obere Grenze aller p(6,) mit 63 2 bj, E W} 
endlich, wodurch Eigenschaft m (siehe Teil II.) zu der Existenz eines 
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Somas 62 rs1 b,, E ‘30 mit ,u(6) endlich fiihrt, also umsomehr zu der End- 
lichkeit von m&S& by), im Gegensatz zu der Voraussetzung in Axiom 5”. 
Die Behauptungen von Satz AIbis sind nun erfiillt; insbes. folgt aus 
den Axiomen lo+&“, 5”, so, ?” fiir mo da13 der Ring K von mo-meI3baren 
Somen ein a-Somenring ist; Komplementbildung unter Anwendung der 
Axiome s” und Fi” liefert die o-Additivitiit fti die MaBe der mo-mef3baren 
Somen. 12) 
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